Abriss der Warmelehre

Rudolf Lehn Peter Breitfeld*

Storck-Gymnasium
Bad Saulgau

1. Mérz 2010

In diesem Abriss werden die Grundziige der Warmelehre behandelt: Tem-

peratur, Zustandsgleichung von Gasen, Erster Hauptsatz, Kreisprozesse und
zweiter Hauptsatz. Die letzten Abschnitte behandeln die Grundziige der ki-
netischen Gastheorie und das Verhalten von Dampfen.

Inhaltsverzeichnis

1 Temperatur und Warmemenge « 3

1.1
1.2

1.3

Thermische Zustandsgrofien « 3
Wirmeausdehnung « 4

1.2.1  Wirmeausdehnung bei festen Kérpern « 4
1.2.2  Warmeausdehnung bei Fliissigkeiten « 4
1.2.3 Wirmeausdehnung bei Gasen « 4
Mischungsvorgénge « 5

2 Arbeit, Warme und 1. Hauptsatz « 6

3 Zustandsdnderungen idealer Gase « 7

3.1
3.2
33
3-4
3-5
3.6
3.7
3.8

Zustandsgleichung idealer Gase « 7

Mole und atomare Massen - 8

Isotherme Zustandsdnderung « 9

Isochore Zustandsanderung « 10

Isobare Zustandsdnderung « 10

Die spezifischen Warmekapazitdten bei idealen Gasen « 11
Adiabatische Zustandsdnderungen « 11

Polytrope Zustandsanderung « 12

* E-Mail: phbrf@t-online.de http://www.pBreitfeld.de


http://www.pBreitfeld.de

Abbildungsverzeichnis

4 Kreisprozesse ¢ 13
4.1 Kreisprozess bei Gasen « 13
4.2 Veranschaulichung im p-V-Diagramm - 14
4.3 Carnotprozess » 15
4.4 Wirmepumpe und Kiltemaschine « 17

5 Der zweite Hauptsatz - 18
5.1 Reversible und irreversible Prozesse « 18
5.2 Formen des zweiten Hauptsatzes « 18
5.3 Entropie und Wahrscheinlichkeit « 19
5.4 Entropie, Warme und Temperatur « 20
5.5 Entropiednderungen « 21

6 Kinetische Gastheorie « 23
6.1 Modellvorstellung « 23
6.2 Statistische Kenngrofien « 23
6.3 Wichtige Verteilungen - 24
6.3.1 Binomialverteilung + 24
6.3.2 Poissonverteilung - 25
6.3.3 Normalverteilung « 25
6.4 Kinetische Deutung der Zustandsgleichung - 25
6.5 Maxwell-Verteilung « 28
6.6 Mittlere freie Wegldnge « 31
6.7 Energieverteilung « 31
6.7.1 Maxwell-Boltzmann-Faktor « 32
6.7.2 Die Zustandsdichte « 33

7 Didmpfte und Fliissigkeiten « 34
7.1 Dampfdruck « 34
7.2 Die Van der Waals Gleichung - 36
7.3 Koexistenz von drei Phasen « 37
7.4 Oberflichenspannung - 38

8 Thermodynamische Potentiale « 41
8.1 Extensive und intensive Grofien « 41
8.2 Enthalpie, Freie Energie und Freie Enthalpie » 42

Abbildungsverzeichnis

Arbeit am idealen Gas + 6
Zustandsdanderungen beim idealen Gas « 9
Der Kreisprozess « 13

Kreisprozesse im p-V-Diagramm « 14

AW N R



Der Carnotsche Kreisprozess « 16

Verteilung von Molekiilen auf Zellen « 19
Maxwellverteilung fiir Sauerstoff bei 300K und 1000K - 30
Phaseniibergang fliissig — gasformig « 34

O OO N O U

p-V-Diagramm der van der Waals Gleichung « 36

1. Temperatur und Warmemenge

1.1.  Thermische Zustandsgré3en

Die Eigenschaften eines Stoffes werden durch sogenannte ZustandsgrofSen beschrie-
ben.

Volumen V ist der Raum, den die Stoffmengen mit der Masse m ausfiillt.

Dichte ist die Masse pro Volumen, also ¢ = %

Wichte ist die Gewichtskraft pro Volumen, also y = % =53 =%

Druck Der Druck ist durch p = F,/ A definiert, seine Einheit ist das Pascal. Es ist
1Pa = 1N/m2. Die Kraft F,, wirkt dabei senkrecht auf die Fliche A. Andere
Einheiten sind definiert durch 1bar = 10° Pa = 750 Torr. Der Normaldruck
auf Meereshohe bei 0 °C ist 1013 mbar = 1013 hPa = 760 Torr.

Temperatur Die Temperatur T ist eine Basisgrofie. Mit ihr werden die Begriffe
»warm« und »kalt« verbunden. Zwei Korper der gleichen Temperatur befin-
den sich im thermischen Gleichgewicht.

Befinden sich zwei Korper in Kontakt, so nehmen sie nach hinreichend lan-
ger Zeit dieselbe Temperatur an. Diese wohlbekannte Tatsache wird oft als
»nullter Hauptsatz« der Warmelehre bezeichnet.

Die absolute oder thermodynamische Temperaturskala ist ein Mafs fiir die
kinetische Energie der Molekiile eines idealen Gases. Wiirden alle Molekiile
ruhen, so hitte das ideale Gas die absolute Temperatur Null Kelvin. (Dies
ist physikalisch nicht moglich.)

Die im tdglichen Leben verwendete Celsius-Skala (Bezeichnung mit ¢) hat
ihren Nullpunkt beim Schmelzpunkt des FEises, so dass 0°C = 273,15K.
Temperaturdifferenzen sind in beiden Skalen gleich und werden immer in
Kelvin angegeben.



1 Temperatur und Warmemenge

1.2.  Warmeausdehnung
1.2.1.  Wdrmeausdehnung bei festen Kérpern

Die Langenanderung A/ ist der Anfangsldnge ¢ des Korpers und der Tempera-
turdnderung A¢ proportional. Dasselbe gilt fiir die Volumendnderung AV von
isotropen Korpern:

Al = al1AD AV = yV1AY (1)

Dabei ist o der Lingenausdehungskoeffizient und -y der Volumenausdehnungskoeffizi-
ent.

Die a und y-Werte dndern sich in geringem MafSe mit der Temperatur. Sie
werden jeweils fiir einen bestimmten Temperaturbereich angegeben. Fiir die End-
lange bzw. das Endvolumen ergibt sich:

57_ = gl(l + 06Al9) Vz = V](]. + ’)’A19) (2)

Zwischen &« und +y gilt ndherungsweise y = 3.

Beweis: Betrachte einen Wiirfel mit der Kantenldnge ¢;. Sein Volumen ist V; = ﬁi’.
Dann ist:

by = 01(1+aAd) = Vo = £3(1 + aAd)® = V(1 + aAd)® =~ V(1 + 3aA0)

Beim Ausmultiplizieren werden die Terme mit AY? und AP vernachldssigt. z.B
ist fiir Aluminium a = 24-107%/K

1.2.2. Wirmeausdehnung bei Fliissigkeiten

Fiir die Volumendnderung von Fliissigkeiten gelten die Formeln (1) und (2) der
Festkorper. Jedoch dehnen sich Fliissigkeiten 10 bis 100 mal stidrker aus als Fest-
korper. (v liegt in der GréBenordnung von 0,2 - 1073 /K)

Eine Temperaturdnderung bewirkt auch eine Anderung der Dichte. Da die Mas-
se der Fliissigkeit bei Temperaturerh6hung konstant bleibt, das Volumen sich aber
vergrofiert, wird die Dichte kleiner.

Wasser hat bei 4 °C seine grofste Dichte. Anomalie des Wassers.

1.2.3.  Widrmeausdehnung bei Gasen

Bei Gasen ist v wesentlich grofer als bei Fliissigkeiten. (ypus = 3,7 - 1073/K). Die
Gleichung (2) ist nicht mehr anwendbar. Beim idealen Gas ist y unabhdngig von
der Temperatur. Es dehnt sich bei konstantem Druck je Grad Temperaturerho-

hung um 1/273,15 des Volumens Vj aus, das es bei 0 °C ausfiillt.
1

Beim idealen Gas ist also immer ¢ = 73I5K"



1.3 Mischungsvorgéidnge

Bei der Erwdarmung von Ty auf T1, wo Ty = 0°C = 273,15K ist, gilt:

_ _ (51 N
V1 = Vo(l —|—’)’191) = V() <1 + 273,151() = VO T()

T
Ebenso gilt bei Erwdarmung auf T,: V> = VOTZ. Daraus folgt das Gesetz von Gay-
1

Lussac: v T v v v
2 2 1 2
7 T = T o T onstan (3)

1.3.  Mischungsvorgange

Als Warmeenergie Q wird die Energie der Molekularbewegung bezeichnet, die
von einem Korper hoherer Temperatur auf einen Korper niedrigerer Temperatur
tibergeht.

Um einen Korper der Masse m um AT bzw. dT zu erwdrmen, ist die Warme-
menge

AQ = cmAT bzw. dQ = cmdT (1)

erforderlich. Dabei heif3t ¢ die spezifische Warmekapazitit des Stoffes. c ist eben-
falls temperaturabhingig.

Bei Abkiihlung erhilt AT einen negativen Zahlenwert. Die Warmemenge wird
negativ, d.h. sie wird nicht zugefiihrt, sondern abgefiihrt.

Die Beziehung (4) kann auch in der Form

AQ = CAT bzw. dQ =CdT

geschrieben werden.
C = c-m heifit die Warmekapazitit des Korpers. Sie wird vor allem bei Stoffen
gebraucht, die aus unterschiedlichen Materialien zusammengesetzt sind. Es gilt:

n
C =cymq +comy allgemein: C= Zcimi (5)
i=1

Daneben defiert man auch die molare Warmekapazitit, das ist die Warmeka-
pazitdat pro Mol. Sie wird im folgenden mit C bezeichnet.

Bei der Erwdrmung eines Gases bestimmter Masse um AT hédngt die aufzu-
wendende Warmeenergie davon ab, ob die Erwdrmung bei konstantem Volumen
oder bei konstantem Druck ausgefiihrt wird. Man unterscheidet deshalb:

cy : spezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen
cp : spezifische Warmekapazitit bei konstantem Druck

Dabei ist stets cy < cp, denn bei konstantem Druck dehnt sich der Korper
auch aus und die dazu notige Energie muss ebenfalls von der Warmeenergie
aufgebracht werden.



2 Arbeit, Warme und 1. Hauptsatz

Haben zwei Korper verschiedene Temperaturen und stehen sie miteinander
in Beriihrung, so gibt der Kérper hoherer Temperatur T; so lange Warme an
den Korper tieferer Temperatur T ab, bis beide dieselbe »Mischungstemperatur«
T, angenommen haben. Die Warmeabgabe AQ; des wiarmeren Korpers ist da-
bei gleich der Warmeaufnahme AQ; des kilteren Korpers. Mit (4) folgt somit:
clml(Tl — Tm) = Czﬂ”lz(Tm — Tz).

Lost man diese Gleichung nach T;, auf, dann bekommt man fiir die Mischung-
stemperatur:

_ cimy Ty + compTy CiTh +CGT,

T, =
" c1my + comy Ci+C

2. Arbeit, Warme und 1. Hauptsatz

—

___________________

ABB.1 Arbeit am idealen Gas

Die in einem System gespeicherte Energie nennt man die innere Energie U. Der
absolute Wert der inneren Energie ist hoch, er umfasst z.B. auch die in den Elek-
tronen und Atomkernen gespeicherte Energie. Dieser Wert ist i.a. fiir technische
Berechnungen bedeutungslos. Es geniigt daher, mit Energiedifferenzen zu rech-
nen oder einen Nullpunkt zu vereinbaren. Hohere innere Energie wirkt sich als
vergrofierte kinetische oder potentielle Energie der Molekiile des Systems aus. Ge-
hen in dem untersuchten System chemische Umwandlungen vor sich, so ist die
chemische gebundene Energie als Teil der inneren Energie zu berticksichtigen.

Beispiel: Einem Gas in einem geschlossenen System soll durch einen Kolben Ar-
beit zugefiihrt werden, indem ein Gas reibungsfrei komprimiert wird (vgl. Abb.
1). Das Gas nimmt im Ausgangszustand 1 das Volumen V; ein und befindet sich
unter dem Druck p;. Nach der Arbeitszufuhr hat sich das Zylindervolumen auf
V, verkleinert, wiahrend der Druck auf p, gestiegen ist.



Es gilt: dW = F - ds. Die Kolbenkraft ist der Kraft des auf die Kolbenflache A
wirkenden Gasdrucks p entgegengerichtet: F = p- A. Da ds < 0 bzw. dV < 0 ist,
gilt: AW = —p- A -ds = —p - dV. Fiir die gesamte Volumendnderungsarbeit gilt
dann:

2
Wi =~ [ pav (6)
1

Als Volumeninderungsarbeit bezeichnet man die einem geschlossenen System bei
reibungsfreier Zustandsanderung zu- oder abgefiihrte Arbeit. Das System kann
warmedicht (adiabat) oder warmedurchlassig (diatherm) sein. Wi, ist bei zugefiihr-
ter Arbeit positiv. Wird die Arbeit vom System verrichtet, so ist Wy, negativ.

Waérme ist Energie, die bei einem System mit warmedurchldssiger Grenze allein
auf Grund eines Temperaturunterschieds zu seiner Umgebung {iiber die System-
grenze tritt. Warme und Arbeit bewirken in einem System eine Anderung der
inneren Energie:

dU =6Q+6W oder AU=AQ+AW oder Qu+Wp=U—-U (7)

AQ<0 AW<0
e ]
> SYSTEM ”
AQ>0 AW >0

Wérme und Arbeit sind Formen der Energietibertragung, also keine Zustands-
grofen. Beide treten nur beim Uberschreiten der Systemgrenzen auf. Ein System
kann also keine Arbeit oder Warme »enthalten«, es enthélt innere Energie. Damit
sind 6W und 6Q auch keine Differentiale, weshalb ich hier J statt d geschrieben
habe.

Der 1. Hauptsatz der Wirmelehre Bei einem geschlossenen System ist die Zunah-
me der inneren Energie AU gleich der Summe der als Warme AQ und Arbeit AW
zugefiihrten Energien. Vgl. (7)

3. Zustandsanderungen idealer Gase
in geschlossenen Systemen

3.1. Zustandsgleichung idealer Gase

Wir gehen von einer abgeschlossenen Menge eines idealen Gases aus, das unter
dem Druck p; steht und bei der Temperatur T; ein Volumen V; einnimmt. Wird
eine dieser drei Zustandsgroflen gedndert, so dndert sich mindestens eine der



3 Zustandsidnderungen idealer Gase

beiden anderen. Nach einer solchen Zustandsianderung nehmen die Zustands-
groflen die Werte py, T, und V; an. Fiir ein Gas unter sehr niedrigem Druck ist
% konstant. Gase, die bei allen Driicken diese Beziehung befolgen, heifSen ideale
Gase.

Die Zustandsgleichung idealer Gase lautet:

1%
%:const:%-R:n-R oder pV =nRT (8)

Dabei bedeuten:

: Masse des Gases

: Molmasse des Gases

: molare Gaskonstante R = 8,314J/molK
: Anzahl der Mole

5 m oz

3.2. Mole und atomare Massen

Ein Mol ist die Stoffmenge, in der so viele Teilchen enthalten sind wie Atome
in 12 g des Kohlenstoffisotops 12C. Die Stoffmenge 1mol enthdlt Ny ~ 6 - 1023
Teilchen. Die Zahl N4 heifst LoscHMIDT- oder AvoGADROsche Zahl.

Im Normzustand (pg = 1013 mbar, Ty = 0°C = 273,15 K) nimmt ein Mol eines
idealen Gases das Volumen V = 22,4/ ein.

Die atomare Masseneinheit 1 u ist 1/12 der Masse des Atoms 2C. Genauer
Wert ist Tu = 1,6606 - 10*24g

Merke: 1g = Nau.

1mol Kohlenstoff-12-Atome hat die Masse 12 g.
1 Kohlenstoff-12-Atom hat die Masse 12 u.

1 mol Wasserstoffmolekiile hat die Masse 2 g.

1 Wasserstoffmolekiil hat die Masse 2 u.

Betrédgt die Teilchenmasse x u, dann hat ein Mol dieser Teilchen die Masse x g
Die Zustandsgleichung und der erste Hauptsatz werden héufig auf die folgen-
den Zustandsdnderungen angewendet:

¢ isotherme Zustandsdnderungen (konstante Temperatur)

* isobare Zustandsdnderungen (konstanter Druck)

isochore Zustandsanderungen (konstantes Volumen)

adiabatische Zustandsianderungen (Anderung aller Zustandsgrofien, kein
Warmeaustausch mit der Umgebung )

* polytrope (Anderung aller Zustandsgrofen, auch Warmeaustausch)



3.3 Isotherme Zustandsdnderung

Isochor
Isotherm N 2
1
pl """"""" 1
V1:V2

Isobar
pl | _p_2 1 2
Vi Vo Vi Vo

ABB.2 Zustandsanderungen beim idealen Gas

Die Schaubilder zu diesen Zustandsdnderungen sind in Abb. 2 zusammenge-
stellt.

3.3. Isotherme Zustandsanderung
Die Zustandsgleichung (8) vereinfacht sich zu
piVi = p2V Gesetz von Boyle-Mariotte (9)

Da bei idealen Gasen die innere Energie U nur von der Temperatur abhéngt,
bleibt auch sie bei einer isothermen Zustandsdanderung konstant (dU = 0). Siehe
auch Versuche von Gay-Lussac und Joule!

Der erste Hauptsatz vereinfacht sich zu

6Q = pdV (10)

Bei isothermer Zustandsédnderung des idealen Gases wird die zugefiihrte Warme-
energie restlos in mechanische Arbeit umgewandelt.

p ist nicht konstant, sondern hangt nach der Zustandsgleichung von V ab. Da-
mit ergibt sich mit Integration fiir die Warmezufuhr:

V V
Qpr = ﬂRT In -2 = nRT -In -2 (Von Zustand 1 nach Zustand 2) (11)
M W v



3 Zustandsidnderungen idealer Gase

Diese Warmemenge ist gleich der verrichteten Ausdehnungsarbeit.

Wi = —%RT : ln% = —nRT- ln% (12)
denn
pV:%RT:p:%g:(SQ:%RTdVV:Qu (13)
3.4. Isochore Zustandsanderung
Wegen V, = V; folgt
E=F (14)

Der erste Hauptsatz nimmt die einfache Form an:
5Q = dU (15)

Bei isochorer Zustandsdnderung dient die zugefiihrte Warme allein der Erho-
hung der inneren Energie.

Fir die Warmekapazitat ist bei V = konstant die Grofle cy einzusetzen. Fiir
die zugefiihrte Warme gilt dann:

Q12 = cymAT oder 0Q =cym-dT (16)

Nach (15) ist damit

dUu =cym-dT bzw. dU = nCydT bzw. dU = CydT (17)

Beachte: Diese Beziehung ist fiir jede Zustandsdanderung des idealen Gases giiltig,
da bei ihm U nur von T abhéngt. (vgl. kinetische Gastheorie.)

3.5. Isobare Zustandsanderung

Wegen p; = p; vereinfacht sich die Zustandsgleichung zu

i W
R 18
T (18)
Bei isobarer Zustandsdnderung des idealen Gases wird die zugefiihrte Warme-
energie sowohl in innere Energie als auch in mechanische Arbeit umgesetzt. Der
erste Hauptsatz vereinfacht sich nicht!

Fiir die Warmezufuhr gilt:

Q2 = cpm - AT differentiell: dQ = ¢,mdT (19)

10



3.6 Die spezifischen Warmekapazitéten bei idealen Gasen

Fiir die mechanische Arbeit gilt:
2
le = p(Vl — Vz) = — /p dV (20)
1

3.6. Die spezifischen Warmekapazitaten bei idealen Gasen

Wir fithren dem idealen Gas bei p = konstant Warme zu.
AQ = cpymAT = AU + pAV = cymAT + pAV

und weiter: . -
pV = MRT = pAV = MRAT und
m R

MRAT:>cp—cV:M

Durch Einfiihrung der molaren Warmekapazititen €, = Mc, und Cy = Mcy
bekommt man

cpmAT = cymAT +

C,—Cy =R (21)

Die Differenz der beiden molaren Warmekapazitaten ist gleich der molaren Gas-
konstanten. (JuLtus ROBERT MAYER)

K= CC—’” = % bezeichnet man als Adiabatenexponent. Dann gilt:
v \4

R:@p—eszev—evzev<K—1)

Daraus folgt
ey=—R und € ="
VT k-1 Pk —1
Die molare Warmekapazitiat idealer Gase hdangt nur von R und x ab. Aus der
kinetischen Gastheorie folgt mit der Zahl der Freiheitsgrade i:

(22)

i+
K=" (23)

Einatomige Gase haben drei Freiheitsgrade. Zweiatomige haben fiinf Freiheits-
grade. Bei drei- und mehratomigen Gasen sind sechs Freiheitsgrade zu nehmen.
Diese Werte nach (23) sollten nur genommen werden, wenn keine experimentell

ermittelten Werte zur Verfiigung stehen. (z.B. He: i =3 =« = 3)

3.7. Adiabatische Zustandsanderungen

Bei der adiabatischen Zustandsdanderung muss der Behdlter ideal warmeisoliert
sein, oder der Vorgang muss sehr rasch ablaufen, damit kein Warmeaustausch

11



3 Zustandsidnderungen idealer Gase

mit der Umgebung stattfinden kann. Es gilt also dQ = 0. Damit vereinfacht sich
der erste Hauptsatz zu

dU = —pdV (bei reiner Volumenarbeit) (24)

Bei adiabatischer Zustandsdanderung des idealen Gases wird die mechanische Ar-
beit auf Kosten der inneren Energie verrichtet.

Mit der Zustandsgleichung gilt p = mRT/VM und mit (17) kann dU ersetzt
werden durch cymdT. Daraus folgt:

mRT dV .. R cp—cydV dT
v cymdT mit Mo cp —cy folgt — & vV =T
dv 4T , w\"!' T
= —(k — 1)7 =5 = (Integration) <71> =7 =
T . V* ! = konstant (25)

Dies nennt man die Adiabatengleichung. Durch Anwendung der Zustandsglei-
chung kann man sie auch auf andere Formen bringen:

k=1 __ x—1 p1 <t _ T " K __ K
TVl =1V} P =5 Vi =p2Vys  (26)

Fiir die Volumenadnderungsarbeit gilt nach dem ersten Hauptsatz (7):

AW = AU = cymAT = mit (22), (21): cy = % (27)
2
AW = — / pdV ist hier umstandlicher zur rechnen (28)
1
mR
MN=——(T, - T
W M(K_l)( 2 1) (2‘9)

3.8. Polytrope Zustandsanderung

Alle bisher besprochenen Zustandsdnderungen konnen als Sonderfall einer all-
gemeinen Zustandsdnderung, der polytropen Zustandsinderung, angesehen wer-
den. Wir formen die ermittelten Zusammenhénge zwischen den thermischen Zu-
standsgrofien p und V fiir die einzelnen Zustandsanderungen um:

Isochore  V =konst, p’V =konst = pV>® =konst n=c0

Isobare p = konst = pVl=konst n=0
Isotherme pV = konst = pVli=konst n=1
Adiabate  pV* = konst = pVf=konst n=«

Es zeigt sich, dass sich fiir alle Zustandsdnderungen p und V nach dem Gesetz

pV" = konst

12



andern.

Alle Zustandsdnderungen lassen sich als Polytropen im p-V-Diagramm darstel-
len.

4. Kreisprozesse

D | Heizsystem |
1 1Q12
V¥
X Q12
/ y
D1 2
| Kihlsystem |
\%

ABB. 3 Der Kreisprozess

4.1. Kreisprozess bei Gasen

Das in dem Zylinder eingeschlossene Gas expandiert von 1 iiber x nach 2 und
gibt und gibt an den Kolben die Arbeit Wi, ab, die in einen Energiespeicher (z.B.
ein Schwungrad) gegeben wird. (vgl. Abb. 3)

Anschlieffend wird das Gas durch den Kolben tiber die Zustandsinderung y
auf den Anfangszustand 1 verdichtet. Die dazu notwendige Arbeit wird dem
Energiespeicher entnommen. Bei diesem Prozess ist nach Wiedererreichen des
Ausgangszustands 1 ein Energiebetrag im Speicher zurtickgeblieben, der als Ar-
beit nach aufien abgegeben werden kann. Dies ist die Arbeit Wy des Kreisprozes-
ses.

Fiir die Zustandsanderung von 1 nach 2 iiber x gilt:

Quz + Wi = U2 — Uy
Fiir die Zustandsdnderung von 2 nach 1 iiber y gilt:
Qo +Wor = Uy — U2

Daraus folgt:
Wia + Wz = —(Qu2 + Qa1) = Wi (30)

Die Arbeit des (reibungsfreien) Kreisprozesses Wj ist gleich der Summe aller
zu- und abgefiihrten Volumendnderungsarbeiten und gleich dem negativen Wert
aller zu- und abgefiihrten Warmen.

13



4 Kreisprozesse

4.2. Veranschaulichung im p-V-Diagramm

(@) (b)

ABB. 4 Kreisprozesse im p-V-Diagramm

Die beim Kreisprozess umgesetzte Arbeit bestimmt sich folgendermafsen:
Bei der Expansion von 1 nach 2 iiber x wird die Volumendnderungsarbeit

%)
Wiy = — / pdV  (iiber x)
W

Diese entspricht der Flache zwischen der V-Achse und dem Kurvenbogen x. Sie
wird negativ, da sie vom System (dem Gas im Kolben) abgegeben wird.

Um den Anfangszustand 1 durch eine Kompression wieder zur erreichen, muss
dem System die Volumendnderungsarbeit

V2
Wy = — / pdV  (iiber y)

W

zugefiihrt werden. Sie wird positiv, da sie dem System zugefiihrt wird. (Beachte:
dV ist hier negativ!). Diese Arbeit entspricht der Fliche zwischen V-Achse und
dem Kurvenbogen y.

In Abb. 4(a) ist die bei der Expansion abgefiihrte (negative) Volumendnderungs-
arbeit betragsmafig grofier als die bei der Kompression (positiv) zugefiihrte, so
dass ein (negativer) Betrag fiir die Arbeit tibrig bleibt, der also netto abgegeben
wird. Diese Arbeit Wy entspricht der von den Kurvenbogen x und y eingeschlos-
senen Flache.

Zu den Diagrammen:

(@) Der Kreisprozess wird im p-V-Diagramm im Uhrzeigersinn durchlaufen. Die
resultierende Arbeit eines solchen »rechtslaufenden« Kreisprozesses ist im-
mer negativ, also wird Arbeit vom System verrichtet. Da die Arbeit negativ
ist, muss nach (30) die Summe der Warmen positiv sein, d.h. es muss mehr
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4.3 Carnotprozess

Warme zugefiihrt als abgefiihrt werden. Die Temperatur Ty, bei der die War-
me Q1o zugefiihrt wird, ist hoher als die Temperatur Ty, bei der die Wiarme
(21 abgegeben wird.

Begriindung: Fiir ein beliebiges Volumen V = V, =V, ist

T
p.V = nRT, und pyV:nRTy:ﬁzg—;>1:>Tx>Ty

Eine Maschine, in der dieser Kreisprozess ablduft, beim dem Warme auf-
genommen und Arbeit abgegeben wird, ist eine Wirmekraftmaschine. Der
Uberschuss aus der zugefiihrten gegeniiber der abgefiihrten Warme wird
bei der Warmekraftmaschine in Arbeit umgesetzt.

(b) Hier wird die Arbeit Wy zu Null. Die bei der Expansion abgegebene Arbeit
wird bei der Kompression gerade wieder aufgebraucht. Warmezufuhr und
-abfuhr wiirden dann bei derselben Temperatur erfolgen.

Die Umformung von Arbeit in Warme ist daher nur moglich, wenn die
Warmezufuhr bei hoherer Temperatur stattfindet als die Warmerabfuhr.

(c) Hier liege ein linkslaufender Kreisprozess (gegen den Uhrzeigersinn )vor. Nun
andern sich die Vorzeichen aller Arbeiten, so dass die Gesamtarbeit Wy po-
sitiv ist, also von aufien zugefiihrt werden muss. Damit wird die gesamte
Warme negativ, so dass netto mehr Warme ab- als zugefiihrt werden muss.
Die Warmeaufnahme Qq; findet dann bei niedrigerer Temperatur als die
Wirmeabgabe statt: Ty < T,

Die Maschine, bei der dieser linkslaufende Kreisprozess ablauft heifst Kil-
temaschine oder Wirmepumpe. Bei ihr wird Wéarme abgegeben und Arbeit
aufgenommen.

Thermischer Wirkungsgrad Bei einer Warmekraftmaschine soll ein moglichst grofier
Teil der zugefiihrten Warme von der Maschine in Arbeit umgewandelt werden.
Das Verhiltnis des Betrags der abgegebenen Nutzarbeit zur zugefiihrten Warme
wird als thermischer Wirkungsgrad bezeichnet.

= gv—z'j (31)

4.3. Carnotprozess

Unter allen denkbaren reibungsfreien Prozessen wird durch den Carnotprozess
(Sap1 CARNOT 1824) der grofite tiberhaupt mogliche Anteil der zugefiithrten War-
me in Nutzarbeit umgewandelt. Dieser Prozess durchlduft zwei Isothermen und
zwei Adiabaten (Abb.5). Das System ist ein ideales Gas.
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4 Kreisprozesse

Isotherme

e

2 Adiabate

Adiabate 4

Isotherme

ABB.5 Der Carnotsche Kreisprozess

Auf den Adiabaten wird keine Warme mit der Umgebung ausgetauscht, also
gilt dort fiir die Warmen: Qo3 = Q4 = 0.

Da beim idealen Gas die innere Energie nur von der Temperatur abhingt, an-
dert sich diese lings der Isothermen nicht, somit gilt dort Wi = —Qj2 und
Wiy = —Qss.

Da beim Kreisprozess die innere Energie als Zustandsgrofie sich insgesamt
nicht dndert, gilt nach dem 1.Hauptsatz AW = —AQ. Die Warmen auf den ein-
zelnen Abschnitten kann man angeben:

m Vz m V4
- < = —RT3In—
Q12 MRTl In 7 und Qs A sln 7

Nach der Adiabatengleichung (25) gilt:
L N7 R ¢ DU/ )
Vi A\ V3 A 7R

m Vi m V2
= ZRT3In L = — RT3 In -2
Qu = yRbIny, = —yRbiny

Daher ist

Dividiert man nun die Warmen Qs4 und Qi durcheinander, dann ergibt sich:

Q34 Tz Qi Qs Qisoth
= = oder = =0 2
Q12 Th Ty T3 Z T (52)

Damit folgt fiir die Nutzarbeit des Carnotprozesses:

We=—(Qui2+Qx) = — (le - Qu%) = — <1 — %) Q12 (33)

Der Wirkungsgrad des Carnotprozesses, der ideale Wirkungsgrad ist somit:
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4.4 Wirmepumpe und Kéltemaschine

Wl T
Wc—@—l—ﬁ (34)

Dieser Wirkungsgrad auch Carnotfaktor genannt beschreibt, welcher Anteil der
zugefiihrten Warme maximal in Arbeit umwandelbar ist.

Folgerungen:

1. Der Carnotfaktor wird umso giinstiger, je hoher die Temperatur T; ist, bei
der die Warme Q1 zugefiihrt wird, und je niedriger die Temperatur T3 ist,
bei der die Warme Q34 abgefiihrt wird.

2. Der Wert 7, = 1 ist nicht erreichbar, weil in Warmekraftmaschinen die Tem-
peratur T3 nicht auf Null gesenkt werden kann.

3. Der Carnotfaktor und damit die Nutzarbeit des Carnotprozesses werden zu
Null, wenn zwischen Warmezufuhr und Warmeabfuhr kein Temperaturge-
fille besteht, also Ty = T3 ist.

4.4. Warmepumpe und Kaltemaschine

Beim linkslaufenden Kreisprozess erfolgt die Warmeabgabe (negativ) bei hoher
Temperatur; sie ist grofser als die Warmeaufnahme (positiv) bei niedriger Tem-
peratur. Es muss Arbeit Wy > 0 zugefiihrt werden. Linkslaufende Kreisprozesse
konnen technisch als Warmepumpen und als Kéltemaschinen genutzt werden.

Bei der Warmepumpe ist die abgegebene Warme Q,p, als Nutzen zu betrach-
ten. Die aufgenommene Warme steht aus der Umgebung bei T, kostenlos zur
Verfiigung, aufzuwenden ist demnach nur die Arbeit des Kreisprozesses Wj. Die
Wiarmepumpe wird mittels der Leistungsziffer e, bewertet:

. ‘Qab‘ o Qab
Ew = W, —ZQ (35)

Fiir den linkslaufenden Carnotprozess gilt:

Q2 Th 1
& e e = — 6
Y 0n+Qu Ti-Ts e (36)

Dabei wurde die Beziehung (32) beniitzt.

Da 7, < 1 ist, muss e, > 1 sein. Bei der Warmepumpe wird mehr Energie
zur Heizzwecken abgegeben, als die Anlage an mechanischer oder elektrischer
Energie aufnimmt.

Zweck der Kiltemaschine ist die Kithlung eines Raums, dem Warme bei nied-
riger Energie entzogen wird. Diese der Kéiltemaschine zugefiihrte Warme Q,,, ist
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5 Der zweite Hauptsatz

der Nutzen des Prozesses. Aufzuwenden ist die Arbeit des Kreisprozesses Wi.
Die Kiltemaschine wird durch die Leistungsziffer e, bewertet.

Qzu _ Qzu
Wi xQ

Fiir den linkslaufenden Carnotprozess ist Q,, = Q34 und

& =

Y Q=0Qu+Qu=¢e=

T3
= =1

5. Der zweite Hauptsatz

5.1. Reversible und irreversible Prozesse

Viele Vorgédnge in der Natur laufen spontan nur in einer Richtung ab, etwa das
Durchmischen einer Losung, die Expansion eines Gases in ein Vakuum usw. Sol-
che Vorgange konnen nur (wenn tiberhaupt) durch Zufuhr von Energie riickgan-
gig gemacht werden. Solche Vorgange bezeichnet man als irreversibel. Sie laufen
»von selbst« nur in einer Richtung ab. Vorgidnge, die in beiden Richtungen ablau-
fen konnen, heifien reversibel.

Die Erscheinung der Irreversibilitit hdngt eng mit der Tatsache zusammen,
dass wir Systeme betrachten, die aus einer sehr grofien Anzahl von Teilchen
bestehen. Ein einzelnes Molekiil befindet sich in jedem Teil eines bestimmten
Volumens mit derselben Wahrscheinlichkeit, aber die Wahrscheinlichkeit alle Mo-
lekiile direkt an einer Wand eines Behilters zu finden, ist praktisch Null.

Reibungsfreie Vorgiange aus der Mechanik, sind in der Regel reversibel, d. h. sie
konnen in beiden Richtungen ablaufen.

5.2. Formen des zweiten Hauptsatzes

Fiir den zweiten Hauptsatz gibt es eine Anzahl gleichwertiger Formulierungen:

¢ Wirme geht nie von selbst vom kélteren auf den warmeren Korper tiber.

¢ Es ist unmoglich eine periodisch arbeitende Maschine zu bauen, die nur ein
Warmereservoir abkiihlt und dadurch bei jedem Umlauf Arbeit abgibt. (Ei-
ne solche Maschine wire ein Perpetuum mobile 2. Art)

¢ Keine Wiarmekraftmaschine kann einen hoheren Wirkungsgrad haben als
der Carnotprozess. Genau die reversiblen Kreisprozesse haben den Carnot-
schen Wirkungsgrad.

* Die Zustandsgrofle Entropie kann nicht vernichtet werden.

d. h. nimmt in einem System die Entropie ab, so muss sie in einem anderen
System zunehmen. Im Gegensatz zur Energie, die weder erzeugt noch ver-
nichtet werden kann, kann Entropie erzeugt, aber nicht vernichtet werden.
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5.3 Entropie und Wahrscheinlichkeit

5.3. Entropie und Wahrscheinlichkeit

Den Zustand eines Kollektivs von Teilchen beschreibt man durch messbare Gro-
B8en, die sich auf die Gesamtheit aller Teilchen beziehen. Dies sind die Zustands-
groflen. In einem grofien Kollektiv werden sich zufillige Verdanderungen der In-

Oome| me|d0| |[WmO|eo| |[Ce|ON| [De|mO| (WO|Oe
me 0o e oo

Olo "le ° 1o ® | =

e 0o e 0o
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e
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e
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ABB.6 Verteilung von Molekilen auf Zellen

dividuen praktisch vollig kompensieren. Der Zustand des Kollektivs bleibt dann
unveridndert.

In der Abb. 6 sind die Moglichkeiten, vier Molekiile auf zwei Kolben zu vertei-
len, gezeigt.

Man erkennt: Am unwahrscheinlichsten ist der Fall, dass sich alle Molekiile in
einer Halfte befinden. (die beiden Moglichkeiten der letzten Zeilen). Am wahr-
scheinlichsten ist der Fall, dass die Molekiile das Volumen gleichméfiig ausfiillen
(die sechs Moglichkeiten der ersten Zeile).

In der Realitdt hat man es mit sehr grofien Zahlen von Molekiilen zu tun, die
in der GroSenordnung der Avogadro-Zahl (10%°) liegen. Nimmt man an, das Vo-
lumen sei in z = 10° Zellen aufgeteilt, dann gibt es fiir N Teilchen insgesamt
10°N Anordnungen, von denen jede die Wahrscheinlichkeit 107N hat. In 999999V
Féllen ist die Zelle mit der Nummer 1 leer. Die Wahrscheinlichkeit dies zu beob-
achten ist also:

-6
999999N —6\N _ _ey100\ N0 1\ V1 N-10-
—o— = (1-107°) _((1—10 ) ) ~ (3 <05

Bei »nur« N = 100 Teilchen ist also die Wahrscheinlichkeit kleiner als 210000 ~
1073000 4. h. die Abweichung um nur 1/1000 Promille von der haufigsten Anord-
nung kommt in der Praxis nicht vor.
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5 Der zweite Hauptsatz

Entartung und Entropie:

Die Entartung (2 ist die Zahl der moglichen Zustdnde der Individuen
des Kollektivs, die denselben Zustand ergeben.

Die Entropie S (Verwandlungsgrofie) ist definiert als
S=k-InOQ (Einheit: 1/K) (37)
wobei k die Boltzmannkonstante ist.

Man definiert die Entropie iiber den Logarithmus, weil (2 bei iiblichen Sys-
temen eine vollig unhandliche riesengrofle Zahlen ergibe. (Ubrigens steht die
Gleichung (37) auf Boltzmanns Grabstein.)

In der Abb. 6 entspricht jede Zeile ein und demselbem Zustand, da es uns
in diesem Beispiel nur auf die rdumliche Verteilung der Molekiile auf Zellen
ankommt. Die Entartungen sind also (2 = 6 in Zeile 1, (2 = 4 in Zeile 2 . ..

Satz vom Entropiemaximum:

Ein abgeschlossenes System befindet sich im Gleichgewicht, wenn sei-
ne Entropie einen maximalen Wert annimmt.

Da jedes sich selbst iiberlassene System in einen Gleichgewichtszustand {tiber-
geht, kann die Entropie eines abgeschlossenen Systems nicht abnehmen.

5.4. Entropie, Warme und Temperatur

Man betrachtet zwei Systeme mit den inneren Energien U; und U,. Ihre Entartun-
gen sind 27 (U;) und 2, (Uy). Die gesamte Entartung ist dann (2; - (5.

Nun bringen wir die Systeme in Kontakt, so dass sie Energieportionen u; aus-
tauschen konnen. Dann ist die Zahl der moglichen Zustande

Q=Y (U + ;) (Uz — ;)

Da die Summe aus lauter positiven Summanden besteht, von denen einer (2; -
(2, ist, muss 2 > (2; - (2, sein, also nimmt die Entropie zu.

Bei grofien Systemen ist (2 allein durch den gréfiten Summanden in sehr guter
Naherung gegeben, wie wir aus der Abschidtzung von Abschnitt 5.3 sehen, so
dass man schreiben kann:

0= Ql(ul +M)QQ(U2 — Ll) =S5 = Sl(ul + M) + 52(U2 — Ll)

Im Gleichgewicht sind die Systeme, wenn die Entartung ihren wahrscheinlichs-
ten Wert — das ist ihr Maximum — angenommen hat. Dann hat auch ein Tempera-
turausgleich stattgefunden.
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5.5 Entropiednderungen

Setzt man U = U; + Uy, dann kann man Q(U;) = Q1 (Up)Q22(U — Uy) schrei-
ben. (2 ist maximal, wenn ' (U;) = 0 ist, also

/ /
Q(U) = QU) (U — ) — Oy () (U — ) =0 = % _ %
1 2
Daja S = kIln(Q ist, gilt S’ = kQ'/Q, d.h. das Gleichgewicht tritt ein, wenn

S} =S} ist.

Da im Gleichgewicht beide Systeme dieselbe Temperatur haben miissen, ist die
Gleichheit S} = S/, auch eine Bedingung fiir Temperaturgleichheit.

Auf diesem Wege definiert man die thermodynamische Temperatur als:

1 0S
T =30 oder dUu=T-ds (38)

Der Ausdruck T - dS heif$t verallgemeinerte Wiirme.
Diese Definition der Temperatur ist, wie man zeigen kann, der absoluten Ga-
stemperatur gleichwertig.

5.5. Entropiednderungen

Ein System kann seine Entropie auf zwei Arten dndern, entweder indem es Entro-
pie mit einem anderen System austauscht, oder indem es Entropie erzeugt. Die
Entropiednderung ist also

dS = 6Saust + Ser

Ein Prozess ist reversibel, wenn S, = 0 ist.
Es sollen die Entropiednderungen in einigen Fallen untersucht werden:

Adiabatischer Prozess: Es findet kein Warmeaustausch statt, somit muss, da Q =
TdS ist, 6Saust = 0 sein. Damit ist dS > 0, denn 0S¢, > 0. Adiabatische Prozesse
sind also durch die Bedingung 0S,ust = 0 gekennzeichnet. Im allgemeinen wird
Entropie erzeugt.

Quasitatischer Prozess: Wahrend eines Prozesses treten in der Regel eine Reihe
weiterer Grofien auf, die nicht mit dem Satz der das System charakterisierenden
Zustandsgrofien beschrieben werden konnen. Gas stromt z. B. von einem Behalter
in einen anderen, dabei hat es als Ganzes Impuls usw. Nach Beendigung des
Prozesses treten diese Groflen wieder ab.

Ein Prozess heifst nun quasistatisch, wenn er so gefiihrt wird, dass das System
in jedem Augenblick im Gleichgewicht, also in jedem Augenblick der Zustand
angebbar ist. Dies erreicht man in der Regel dadurch, dass man den Prozess »un-
endlich langsam« ablaufen ldsst, so dass sich immer ein Gleichgewicht einstellen
kann. Quasistatische Prozesse sind in der Regel reversibel, also ist 6Ser, = 0
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5 Der zweite Hauptsatz

Kreisprozesse: Bei einem reversiblen Kreisprozess wird keine Entropie erzeugt,
und die Summe der Entropiednderungen des Systems muss Null sein.

Betrachtet man die Gleichung (32) dann stellt man fest, dass die Summe der
reduzierten Wiirmemengen Q/T konstant bleibt. Setzt man AQ = TAS dann gilt
also fiir reversible Prozessfithrung

_ 0 Qrev
T

dS = 5Q — T(Ssaust (39)

Bemerkungen zum Gebrauch des Wortes Wiirme:  Man konnte grundsatzlich die Gro-
e TdS als Warme bezeichnen. Ich habe sie in diesem Skript als verallgemeiner-
te Warme bezeichnet, denn im klassischen Sprachgebrauch wird Wéarme unter-
schiedlich verwendet.

* Bei reversibler Prozessfiihrung wie in Gleichung (39) ist 6Q = T¢Saust und
somit

)
ds = Qrev +5Serz
T
. ) . 6Q
fiir irreversible Prozesse ist also dS > T

* Reibungswirme: Hier wird Entropie nur erzeugt, nicht ausgetauscht. Die
mechanische Energie nimmt ab, gleichzeitig nimmt die innere Energie um
dU = TdS zu. Hier ist also §Q = TéSey.

e Joulesche Wirme: Ein Draht wird durch einen elektrischen Strom erwarmt.
Die elektrische Energie des Systems Batterie+Draht nimmt ab, gleichzeitig
nimmt die innere Energie um TJSer, zu.

* Losungswirme:
TéSer, wird positiv, die chemische Energie pifestd Niest + Hgelsstd Ngelost um
denselben Betrag ab.

Allgemein nennt man einen Ausdruck der Form C - dT Warme, wenn erzeugte
Entropie im Spiel ist, d. h. nur der zur Temperaturdnderung fithrende Anteil von
TdS wird im Fall nicht reversibler Prozesse als Wiarme bezeichnet.

ZUSAMMENFASSUNG:
Bei reversiblen Prozessen gilt: Wiarme = T 0S,ust
0
Bei irreversiblen Prozessen gilt: Wiarme = T % dT = CdT

Erster Hauptsatz: Unter Verwendung der Entropie kann der erste Hauptsatz fiir
Systeme von idealen Gasen geschrieben werden in der Form:

dU = TdS — pdV (40)
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6. Kinetische Gastheorie

6.1. Modellvorstellung

In der kinetischen Gastheorie versucht man die Gasgesetze aus der Bewegung
der Molekiile herzuleiten. Dazu nimmt man an, dass die Gasmolekiile keinerlei
Kréfte (etwa elektrische) aufeinander ausiiben. Die einzigen Wechselwirkungen
zwischen den Gasteilchen sind voll elastische Stofle. Auch die Stofse der Gasteil-
chen gegen die Gefaflwdnde werden als voll elastisch angenommen. Des Weiteren
soll das Eigenvolumen der Gasteilchen gegen das vom Gas eingenommene Volu-
men vernachléssigbar klein sein. Ein Gasteilchen bewegt sich also mit konstanter
Geschwindigkeit bis es mit einem anderen Teilchen oder der Gefdfiwand zusam-
menstofit.

Ein Gas besteht aus einer riesigen Anzahl von Teilchen. Sie liegt in der Gro-
lenordnung der AvoGapro-Zahl Ny = 6 - 1023. Damit ist es ein hoffnungsloses
Unterfangen fiir jedes Teilchen die Bewegungsgleichung aufzustellen und das das
Gleichungssystem zu losen. Man muss also zu statistischen Methoden greifen.

6.2. Statistische Kenngrof3en

Werden bei N Messungen einer physikalischen Grofie A die Werte A4, ..., An
gemessen, dann ist

(A) :%(Al+"‘+AN)

das arithmetische Mittel. Sind die A; nicht alle verschieden, dann kann kann
jeder der Werte Ay je Ny mal gemessen werden. Dann kann man den Mittelwert
schreiben als:

<A> :ZA](& mit N:ZNk
k N k

Nun kann N als die Gesamtzahl der Messungen betrachtet werden, in der Spra-
che der Wahrscheinlichkeitsrechnung wiére dies die Zahl der moglichen Fiille, wo-
gegen Ny die Zahl der giinstigen Fiille darstellt, den Wert Ay zu messen. Das Ver-
héltnis py = Ni/N ist die Wahrscheinlichkeit den Wert Ay zu erhalten. Dann
gilt:
(Ay =Y Agpre mit Y pe=1 (41)
k k

Bilden die Messwerte ein Kontinuum, wie es etwa bei Ortsmessungen und Ge-
schwindigkeitsmessungen vorkommt, dann geht man wie tiblich von der Summe
zum Integral tiber, definiert also fiir eine kontinuierliche Messgrofie x:

(x) Z/deZ/xf(x)dx mit /f(x)dle und dp = f(x)dx = dW(N)
42

23



6 Kinetische Gastheorie

Dabei ist f(x) die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte. Bei einer Ortsgrofie x
ist dann dp = f(x)dx die Wahrscheinlichkeit eine Messung im Intervall [x, x +
dx] zu machen.

Man kann demnach die Wahrscheinlichkeitsdichte auch in der Form

fe=F uwd  pw = [ fxdr

schreiben, also als Ableitung der Verteilungsfunktion p(x). Dann ist p(x) die
Wahrscheinlichkeit einen Wert im Bereich —co < x zu erhalten. Im diskreten Fall,
wo nur die Werte x1, x2,... moglich sind, wird die Verteilungsfunktion zu einer
Summe.
p(x) =Y pi wo p;=Wskfiirx;
Xi<Xx

Es gibt zwei Arten, mit Wahrscheinlickeiten umzugehen. Entweder man legt
die Wahrscheinlichkeiten in einem System selbst fest, etwa unter Verwendung
von Symmetriebetrachtungen wie bei einem Wiirfel, bei dem fiir jeden Ausgang
die Wahrscheinlichkeit 1/6 annimmt, und berechnet daraus die Wahrscheinlich-
keiten interessierender Ereignisse — das ist Wahrscheinlichkeitsrechnung — oder
man kennt die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten nicht und versucht sie durch
Stichproben zu schétzen — das ist Statistik.

Bei jeder Messreihe schwanken die Messungen mehr oder weniger um ihren
Mittelwert. Um ein Maf3 fiir die Stdrke dieser Abweichungen zu bekommen, bil-
det man die mittlere quadratische Abweichung oder Varianz

((44)%) = ((A—(A))?)
Ihre Wurzel wird als Standardabweichung bezeichnet. (Einfach das Mittel der
Abweichungen zu bilden, macht keinen Sinn, da es immer Null ist.)
6.3. Wichtige Verteilungen
Hier sollen nur die wichtisgsten Formeln angegeben werden. Auf Herleitungen
wird verzichtet. Sie stehen in allen Wahrscheinlichkeitsbiichern.
6.3.1. Binomialverteilung

Ein Zufallsexperiment (etwa Wurf eines Reissnagels) mit zwei moglichen Aus-
gangen (Treffer und Niete) werde N-mal wiederholt. Die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Treffer sei p, fiir eine Niete also g = 1 — p. Dann ist die Wahrscheinlichkeit
genau k Treffer zu erzielen:

N N N!
Bnyp(k) = <k ) PN F mit (k) = AN =R (43)
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6.4 Kinetische Deutung der Zustandsgleichung

Der Mittelwert der Treffer und die Varianz sind dann

p=Np und ¢*>=Npg (44)

6.3.2. Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist die Verteilung »seltener Ereignisse«. Sie entsteht als
Grenzwert der Binomialverteilung, wenn N — oo aber Np — u (Erwartungswert)
gilt. Fiir sie gilt:

ke—n
P, (k) = K :! mit o =pu

ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer beim Mittelwert .

6.3.3. Normalverteilung

Die Gausssche Normalverteilung ist die Verteilung von kontinuierlichen Mess-
werten. Misst man die Grofle einer Anzahl von Personen, oder die Linge der
Halme eines Biischels Gras usw. dann sind die Messwerte normalverteilt (Dies
ist eine Folge des sogenannten zentralen Grenzwertsatzes der Wahrscheinlichkeits-
rechnung.) Die Normalverteilung hat bei einem Mittelwert y und einer Standard-
abweichung ¢ die Dichte:

1 o 2
Puo(¥) = o= exp <—%> (45)

Im Sonderfall 4 = 0 und o = 1 spricht man von der Standardnormalvereilung.

Approximation: Fiir grofe N kann man die Binomialverteilung durch die Nor-
malverteilung approximieren:

Bnp(k) = (PNp;\/N—pq(k)

6.4. Kinetische Deutung der Zustandsgleichung

In einem Gas ist keine Richtung der Teilchenbewegung ausgezeichnet, daher
macht man die Annahme, dass sich die Geschwindigkeiten auf alle Richtun-
gen gleichmifig verteilen. Fiir die Geschwindigkeit eines Teilchens gilt v* =
V2 + vﬁ + 92. Da alle Richtungen gleich »haufig« sind, gilt fiir die Mittelwerte

(@) = () = (o) = 5(0?) 4®)

Des Weiteren sind positive und negative Geschwindigkeitskomponenten gleich
hdufig, so dass man zusétzlich noch

(47)
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6 Kinetische Gastheorie

annehmen darf, wobei v, eine Geschwindigkeitskomponente in positiver x-Richung
ist.
Ein Teilchen der Masse u treffe auf die rechte
Wand in nebenstehender Zeichnung und wird
dort elastisch reflektiert. Dann betrdgt der auf die
Wand tibertragene Impuls 2p|vy|. In der Zeit At
treffen auf die rechte Einheitsflache alle Teilchen,
die sich im Volumen 1 - |vy|At befinden. Diese
Zahl ist IN|vy|At, wobei der Faktor 3 sich aus
a Gleichung (47) ergibt. Dabei ist N die Teilchen-
dichte, also die Zahl der Teilchen pro Volumen-
5 einheit.
—_— X Der Druck ist Kraft pro Flicheneinheit und die
Kraft ist Impuls pro Zeit. Damit kann man den
Druck auf die Wand berechnen:

1 1 1
p = 2pfox| - SNlox| = Nz = Nu(o3) = 2Np(o®) oder pV = Np(v?)

3
(48)

Gleichung (48) ist die Gaskinetische Grundgleichung. N ist die Gesamtzahl
der Teilchen.

Bei dieser Herleitung wird nicht direkt ersichtlich, weshalb man hier den Mit-
telwert der v> nehmen muss, also (v?) und nicht (v)2. Deshalb noch eine etwas
anspruchsvollere Herleitung:

Es sei a(vy)dv, die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit, deren x-Kom-
ponente der Geschwindigkeit zwischen v, und v, + dv, liegt. Die Anzahl der
Teilchen mit einer Geschwindigkeit in diesem Bereich, die auf eine Flacheneinheit
der Wand in der Zeiteinheit auftreffen, ist vya(vy)dv,. Die Impulsdnderung der
Molekiile dieser Gruppe ist 2yvy - a(vy ) v, dvy. Damit ergibt sich der Gesamtdruck
zu

p= [ 2nta(or)dos = [ oFa(ox)dos = (o)
0 —o0

Diese Gleichung kann man auf die kinetische Energie umschreiben. Die ki-
netische Energie eines Teilchens ist ¢ = % uv?, die Energie aller Molekiile also
U = (imv?), wobei m = Ny = NV die Gesamtmasse ist.

Vergleicht man die gaskinetische Grundgleichung (48) mit der Zustandsglei-
chung idealer Gase (8), so erkennt man, dass

%Ny(zﬂ} = nRT = NkT

ist. Hier war n die Zahl der Mole und R die allgemeine Gaskonstante. Geht man
von der Molzahl mittels N = nN,4 auf die Teilchenzahl tiber, dann findet man fiir
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6.4 Kinetische Deutung der Zustandsgleichung

die so definierte Boltzmann-Konstante k = R/N, = 13,8 - 10-2*J/k. Des Weiteren
stellt man fest, dass kT = 3(v?) ist. Daraus erhilt man

3

_ Loy 9

€= 2y<v ) 2kT

Damit ist die Energie des Gases mit der Temperatur verkniipft. Unser hier betrach-
tetes ideales Gas besitzt als einzige Energie die kinetische Energie der Molekiile,
diese stellt also die innere Energie des Gases dar. Damit ist

u= %NkT = gnRT = CyT =cymT (49)

Dies stimmt mit den Ausfithrungen von Gleichung (22) {iberein, denn wir ha-
ben hier drei Freiheitsgrade, also x = 5/3. Man kann noch etwas mehr sehen:
Da ja nach Gleichung (46) (v2) = (v?)/3 ist, ist entsprechend u(v2)/2 = kT/2.
Das ist die Energie eines Teilchens pro Freiheitsgrad. Die Energie pro Mol und
Freiheitsgrad ist also das Na-fache dieser Enerrgie, somit %N AkT = %RT. Eine
Temperaturerhohung um 1° erhoht also die Energie pro Mol und Freiheitsgrad
um R/2. Damit trdgt jeder Freiheitsgrad zur molaren Warmekapazitit den Betrag
R/2 bei. Ist nun i die Zahl der Freiheitsgrade, dann gilt:

R R ¢, i+2

GV:l‘E und Gp:(l—i—Z)E = G—V_ ;

(50)

wobei die zweite Beziehung aus Gleichung (21) folgt.
Damit gilt:

Die innere Energie idealer Gase ist nur von der Temperatur abhangig.
Auf jeden Freiheitsgrad eines Gasteilchens entféllt der Energieanteil
IkT. Jeder Freiheitsgrad tridgt den Betrag iR zur molaren Warmeka-
pazitat bei.

Betrachtet man Gase etwas genauer, dann stellt man fest, dass diese Beziehun-
gen auch fiir mehratomige Molekiile gelten. Die bisher betrachteten kugelférmi-
gen Teilchen entsprechen einatomigen Molekiilen, zweiatomige Molekiile haben
die Form einer Hantel und dementsprechend fiinf Freiheitsgrade, denn es kom-
men noch Rotationen um zwei Achsen hinzu (die Energie der Rotation um die
Langsachse der Hantel ist vernachlédssigbar). Bei noch mehr Atomen hat man
dann sechs Freiheitsgrade, denn nun kann das Atom um drei Achsen rotieren. Da
mehratomige Molekiile nicht nur Translations- und Rotationsbewegungen aus-
fithren konnen, sondern auch Schwingungsbewegungen, kann diese Betrachtung
nicht sonderlich genau sein.

Dulong-Petitsche Regel: Messungen zeigen, dass die molare Warmekapazitat sehr
vieler Stoffe etwa den Wert C = 3R hat. Dies gilt besonders fiir feste Stoffe. Aus-
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6 Kinetische Gastheorie

nahmen von dieser Regel ndhern sich diesem Wert bei hohen Temperaturen. Da-
mit ist Cy bei festen Kérpern vom chemischen Charakter weitgehend unabhingig.

Im festen Korper schwingen die Teilchen um ihre Gleichgewichtslage im Kris-
tallgitter; sie haben also 3 Freiheitgrade der Translation und damit die mittlere
kinetische Energie %RT pro Mol. Bei diesen Schwingungen ist aber auch poten-
tielle Energie im Spiel, deren Mittelwert gleich dem der kinetischen Energie ist
(Stichwort: Virialsatz). Damit kommt man auf die experimentell ermittelten 3R.

Bei tieferen Temperaturen werden diese Uberlegungen falsch, da dann quan-
tenmechanische Effekte die Regie tibernehmen. Die Werte von Cy streben in der
Nahe des absoluten Nullpunkts gegen Null. Bei sehr tiefen Temperaturen gilt
GV =~ Gp = LZTS.

6.5. Maxwell-Verteilung

Es sei f(v)dt = f(vy,vy,v;)dvrdo,do, die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit
einer Geschwindigkeit zwischen (vy, vy, v;) und (vx 4 doy, vy + dvy, v,dv;) anzu-
treffen. f ist also eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Deshalb ist der Mittelwert des
Geschwindigkeitsquadrats

@) = [[[Prear =22 el o) 651

Da im Gas die Geschwindigkeiten in den einzelnen Richtungen unabhangig
sind, gilt der spezielle Multiplikationssatz, also

f(v)dt = X(vy)do Y (vy)do,Z(v,)do,

Da alle Geschwindigkeitsrichtungen gleichwahrscheinlich sind, hiangt f nur vom
Betrag von v ab, also von v% f(v) = ¢(v?). Damit miissen auch die drei Funktio-
nen X, Y und Z gleich sein. Damit hat man

f(v) = g(vi + vy +02) = h(v})h(vy)h(v?)

Insbesondere folgt: ¢(v2) = h(v?)h(0)?, also unterscheiden sich ¢ und & nur um
einen konstanten Faktor /(0)?
Weiter ist

g(v% +v3) = h(v})h(vy)h(0) =

diese Gleichung ist von der Form g(x + y) = kg(x)g(y). Dies ist die Funktional-
gleichung einer Exponentialfunktion. Somit gilt:

f(0) = g(?) = we P

Aus einer Formelsammlung entnimmt man

g2 _ 1 T
/e 2\ B

0
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6.5 Maxwell-Verteilung

Leitet man dieses Integral nach B zweimal ab, dann ergibt sich:

e P’dv = /vze’ﬁvzdv = 1\/E,B’?’/Z
a[s J 1

und

[ee] o]

_ 9 ey — /v4e’ﬁ”2dv = §\/5575/2
0B / / 8

« und B bestimmen sich nun aus der Gleichung (51) und der Forderung, dass die
Summe aller Wahrscheinlickeiten 1 sein muss (mit dt = 471v*>dv, damit verwen-
den wir Kugelkoordinaten fiir die Geschwindigkeiten, was angebracht ist, da die
Funktion g nur von v? abhéngt. dt ist das Volumen einer Kugelschicht der Dicke
dv im »Geschwindigkeitsraum«, damit reduzieren sich die dreifachen Integrale
auf einfache Integrale):

1= / xe P dr = /oce_ﬁvzélnvzdv = /g2
0 0
T (0] [e 9] (0]
% = /avze’ﬁvzdl’ = /avze’ﬁvzélm)zdv = 4mx/v4e’ﬁ”2dv = %MT\/%/TS/Z
0 0

Dividiert man die letzte Gleichung durch die vorletzte, dann erhilt man

3kT 3, 4 _H
T af = P

Setzt man das in die vorletzte Gleichung ein, dann bekommt man a = (8/7)3/?

Damit haben wir die gesuchte Verteilungsfunktion gewonnen:

W(v)do = f(v)4mo*do = 4/ 8]le (éfT) exp < g;;) do (52)

Die hier erhaltene Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung liefert die Wahr-
scheinlichkeit W(v)dv, ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit zwischen v und
v 4 dv anzutreffen. Man beachte, dass sowohl im Exponenten als auch im Vorfak-
tor das Verhidltnis der kinetischen Energie % uv? und der »thermischen Energie«
kT vorkommt. Der Vorfaktor ldsst sich noch zusammenfassen, dann bekommt

man:
dP B > uo\3/2 pw
qv ~ W) =dmo (anT) P ( kT (53)

Die Abb. 7 zeigt diese Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Sauerstoff, wobei v in m/s
und W(v) in Prozent angegeben ist.
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6 Kinetische Gastheorie
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ABB.7 Maxwellverteilung furr Sauerstoff bei 300 K und 1000 K

Wie interpretiert man so eine Wahrscheinlichkeitsdichte? Die Wahrscheinlich-
keiten erhdlt man als Flachen unter der Kurve. Die Wahrscheinlichkeit ein Teil-
chen mit genau der Geschwindigkeit 6o0m/s anzutreffen ist immer Null, da-
gegen ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen im Bereich zwischen 550m/s und
650m/s anzutreffen gleich der Fliche unter der Kurve in diesem Bereich. Die
gesamte (ins Unendliche reichende) Fliache unter der Kurve ist immer 1, denn
sie ist gleich der Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit zwi-
schen Null und Unendlich anzutreffen, und das ist sicher. Die Ordinate der Kur-
ve selbst ist also keine Wahrscheinlichkeit. P(v) ist wieder die Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit kleiner als v anzutreffen.

Verschiedene Geschwindigkeitsmittelwerte: Wer gern integriert und rechnet, kann
folgende Aussagen nachweisen:

a) Die Wurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der Geschwindigkeiten (eng-
lisch »root mean square«) ist gegeben durch:

b) Der wahrscheinlichste Wert (englisch: »maximal probability«) also das Maxi-
mum der Maxwellkurve liegt bei

2kT
Ump = 7
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6.6 Mittlere freie Wegldnge

c) Die mittlere Geschwindigkeit ist gegeben durch

(v) :/UW(U) dv = EZ(—;
0

Aus diesen Daten folgt vmp < Urms und Urms = 1,086(v). Man sieht, dass selbst
fiir so was einfaches wie eine »Durchschnittsgeschwindkeit« verschiedene Deu-
tungen moglich sind.

6.6. Mittlere freie Weglange

Wir betrachten etwas idealisierend die Teilchen als ideale Kugeln mit dem Durch-
messer d. So kann man etwa fiir Helium einen Durchmesser von 0,22 nm und fiir
Argon 0,36 nm annehmen. Zwei Atome werden zusammstofien, wenn sich ihre
Mittelpunkte auf einen Abstand kleiner gleich d anndhern.

Ein Atom das die grofse Entfernung L durchlduft, »grast« einen »Schlauch« der
GroBe rtd?L ab, in dem Sinn, dass es mit jedem Teilchen, das in diesem Volumen
liegt zusammenstofit. Wenn N die Teilchendichte ist, dann ist die durchschnitt-
liche Zahl der Teilchen in diesem Volumen N7td?L. Das ist gerade die Zahl der
Zusammenstofse. Die mittlere Entfernung zwischen zwei Stofien ist dann:

L 1
A= Nl = Nnd2 (54)

diese Lange nennt man mittlere freie Weglinge. In dieser einfachen Herleitung
wurden die Geschwindigkeiten der anderen Atome nicht mit beriicksichtigt, weil
es sonst sehr kompliziert wiirde, ihre Berticksichtigung wiirde auf einen zusitzli-
chen Faktor v/2 im Nenner fiihren.

Beispiel:  Fiir einen Atomdurchmesser von d = 0,22nm (Helium) ist 7td?> = 3,14 -
(0,22-107%)2m? = 1,52 - 10~ m?

Bei Normalbedingungen o °C und 760 Torr hat ein Mol idealer Gase 22,4 Liter,
die Teilchendichte ist dann also Ny = N4/0,022m3 = 2,7 - 10%° /m?. Daraus erhilt
man fiir die mittlere freie Wegldnge A ~ 250 nm. Dieser Wert ist etwa 1000 mal
grofler als der Teilchendurchmesser.

Die Stofsfrequenz ist dann:

Urms _ 1000m/s

~ ~ 1010
A 107 m /s

6.7. Energieverteilung

Die Energie eines Teilchens ist ja E = Ju0?. Daraus folgt dE = yvdv. Nun substi-
tuieren wir damit die Maxwell-Verteilung von Gl. (53), indem wir alle v und dv
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6 Kinetische Gastheorie

durch E und dE ersetzen:

dp _dedp 1 , 2E <L>3/2ex _E

dE ~ dEdo  uy2E/u g \2kT PATkT
Fasst man die Potenzen zusammen, dann bekommt man die Verteilung der kine-
tischen Energie:

1 372 —E/kT
W(E)dE = 27 <W> VEe dE (55)

Wieder ist W(E)dE die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit einer Energie zwi-
schen E und E + dE anzutreffen.

Diese Gleichung besteht aus zwei wesentlichen Faktoren: dem Exponentialterm
und dem Wurzelterm. Der eine Teil — die Zustandsdichte — ist fiir ein ideales Gas
proportional zu +/E und gibt Auskunft welche Energien moglich sind, der Expo-
nentialterm gibt Auskunft {iber die Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter
Zustand besetzt wird. Dies soll nun genauer betrachtet werden.

6.7.1. Maxwell-Boltzmann-Faktor

Der Maxwell-Boltzmann-Faktor ist definiert als:
fmB = Ce E/KT wo C = konst (56)

Er gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Zustand der Energie E besetzt ist, d.h.,
dass ein Teilchen mit dieser Energie angetroffen wird. Um das einzusehen, nimmt
man etwa an, die Gesamtenergie verteile sich (der Einfachkeit halber) auf zwei
Teilchen der Energien E; und E,. Die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Energien sei-
en P(E;) und P(E;). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen 1 die Energie
E; und Teilchen 2 die Energie E; hat gerade das Produkt der Wahrscheinlich-
keiten, also P(E;)P(E;). Wenn im System alle Energieverteilungen gleich wahr-
scheinlich sind, dann ist P(E;)P(E;) eine Funktion von E; 4+ E;. So kann man
etwa 10 Energieeinheiten aufteilen als (0[10), (1]9), ..., (10]|0), und es muss gel-
ten P(0)P(10) = P(1)P(9) = ... Die Bedingung P(E;)P(E;) = f(E; + Ey) ist aber
gerade die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, damit hat Wahrschein-
lichkeit die Form der GI. (56). Der Nenner hat die Aufgabe das Argument der
Exponentialfunktion dimensionslos zu machen und C ist ein Normierungsfaktor.

Beispiel: In Atomen ist die Energie der Elektronen gequantelt, also sind nur ab-
zdhlbar viele Zustinde moglich. Die Energie des ersten angeregten Zustands ist
etwa 10€eV hoher als die des Grundzustands.

Die Wahrscheinlichkeit ein Elektron im Grundzustand anzutreffen ist gegeben
durch Py = Ce 5/kT; im ersten angeregten Zustand analog P; = Ce 51/kT_ Bei
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6.7 Energieverteilung

Raumtemperatur (17°) ist kT = 1/40eV, damit ist das Verhéltnis der Elektronen
im angeregten und im Grundzustand

—Ey /KT
P & — o(Eo—E1)/KT _ ,—400
Py Ce Eo/kT — -

somit sind praktisch alle Elektronen im Grundzustand.
Will man die Temperatur bestimmen, bei der 1% der Elektronen im angeregten
Zustand ist, dann muss gelten
10eV

eBo=E)/KT — 001 = o =I(0,01) = kT ~2eV =T =2 10°K

Das sind Temperaturen, wie im Innern der Sonne.

6.7.2. Die Zustandsdichte

Der Boltzmann-Faktor gibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Zustand
besetzt ist, aber keine Information, welche Zustidnde tiberhaupt moglich sind. Die
Anzahl der moglichen Zustinde hiangt von der Energie des Teilchens ab. Ein
Gasmolekiil mit 10eV hat mehr mogliche Zustdnde zur Auswahl als eines mit
nur 1eV. Dies liegt daran, dass unsere Welt quantisiert ist.

Die Zahl der moglichen Zustinde (N;) hdngt von der Energie ab. Die Zu-
standsdichte p(E) ist die Anzahl der Zustinde pro Volumeneinheit, definiert als
ns = Ns/V mit einer Energie zwischen E und E + dE.

dn
o(E) = d’; (57)

Das Produkt aus p(E) und Boltzmann-Faktor fyp liefert die Anzahl der Zustin-
de pro Volumeneinheit (1) mit Energien zwischen E und E + dE, die tatsichlich
besetzt sind. q N
<5 = P(E)fus = 7 W(E)
wo W(E) die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen mit einer Energie zwischen E
und E + dE anzutreffen. g—g und W(E) sind praktisch dasselbe, beides sind Ver-
teilungsdichten, nur ist erstere auf die Teilchenzahl N, letztere als Wahrschein-
lichkeitsdichte auf 1 normiert.
Fiir ein ideales Gas ist somit die Zustandsdichte nach Gl. (55):

dns N 1 \*?
pE)=qp = 27 <m> VE (58)

Interessant ist hier die Proportionalitat zu v/E. Wir haben angenommen, dass die
Zustandsdichte auch zur Teilchenzahl N proportional sei. Das ist nur so lange
richtig, wie die Teilchen unterscheidbar sind, was beim idealen Gas erfiillt ist,
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7 Didmpfe und Fliissigkeiten

A

P

\

ABB.8 Phasenlibergang flussig — gasférmig. Links ist der Druck in Abhangigkeit vom Volumen,
rechts der Sattigungsdampfdruck in Abhangigkeit von der Temperatur angezeigt

hier kann man die Teilchen (zumindest im Prinzip) durch ihren Aufenthaltsort
unterscheiden. Ist dagegen N/V grof3, also der durchschnittliche Abstand zweier
Teilchen nicht mehr grof3 gegen die Grofie der Teilchen, dann kénnen die Teilchen
nicht mehr als unterscheidbar angesehen werden, und die Gleichung (58) muss
modifiziert werden. Das ist das Thema der Quantenstatistik.

7. Dampfe und Flussigkeiten

Bisher hatten wir ausschliefllich ideale Gase betrachtet. Nun wenden wir uns den
Phasentibergédngen fest — fliissig — gasformig zu.

7.1. Dampfdruck

Bringt man eine Fliissigkeit in ein Gefaf3, das keine Luft mehr enthilt, so ver-
dampft immer ein gewisser Anteil der Fliissigkeit, wie etwa bei einem klassi-
schem Quecksilberbarometer. Vergrofiert man das zur Verfiigung stehende Vo-
lumen immer weiter, dann wird ein immer grofierer Anteil der Fliissigkeit ver-
dampfen, entsprechen kondensiert der Dampf wieder, wenn man das Volumen
verkleinert. Der Kernpunkt dabei ist, dass jede Fliissigkeit einen charakteristi-
schen Dampfdruck hat. Es verdampft oder kondensiert je nach zur Verfiigung
stehendem Volumen immer so viel, bis der Dampfdruck seinen »Lieblingswert«
erreicht hat. Dieser Dampfdruck wird natiirlich von der Temperatur abhéngen,

34



7.1 Dampfdruck

denn die Verdampfung ist ja eine Folge der Tatsache, dass ein Anteil der Molekii-
le so schnell ist, dass er die Fliissigkeit gegen die Anziehung an der Oberfldche
verlassen kann.

Solange sowohl Fliissigkeit als auch Dampf vorhanden sind, hat man den nur
von der Temperatur abhédngigen Sattigungsdampfdruck. Sobald dagegen alle
Fliissigkeit verdampft ist, nimmt wie bei Gasen der Druck mit wachsendem Vo-
lumen ebenfalls ab. Man hat ungesittigte Dampfe.

In der Abb. 8 ist der Verlauf des Drucks gezeigt in Abhdngigkeit vom Volumen.
Unterhalb der gestrichelten parabelférmigen Linie im linken Bild ist der Bereich
II, in dem Gas und Fliissigkeit gemeinsam vorhanden sind. Im Bereich III hat
man keinen Dampf und im Bereich I hat man nur Dampf. Die dicken Punkte
in den Abbildungen markieren den sogenannten kritischen Punkt, bis zu dieser
Temperatur ist die Koexistenz von Fliissigkeit und Dampf moglich. Die Dampf-
druckkurve im rechten Bild endet hier. Man spricht von der Dampfdruckkurve,
miisste allerdings genauer Sattigungsdampfdruckkurve sagen.

Clausius-Clapeyronsche Gleichung Bei der Verdampfung wird Arbeit gegen die
Anziehungskrifte der Teilchen untereinander verrichtet. Dadurch wird also War-
me verbraucht. Die Warme, die man der Einheitsmasse der Fliissigkeit zufiihren
muss, um sie bei konstanter Temperatur zu verdampfen, nennt man spezifische
Verdampfungswirme A. Sie hingt von der Temperatur T, der Anderung des
Dampfdrucks mit der Temperatur dp/dT, und den spezifischen Volumina (Kehr-
werte der Dichten) vp und vr von Dampf und Fliissigkeit ab. Diese Beziehung ist
die Clausius-Clapeyronsche Gleichung. Sie lautet:

A=T- j_;(UD — UF) (59)
Zur Herleitung fithrt man einen Kreisprozess an
der schraffierten Fliche im Uhrzeigersinn durch.
Es handelt sich bei diesem Diagramm um das-
selbe wie in Abb. 8 links, nur sind diesmal die
Temperaturen T — dT und T nur infinitesimal
verschieden. Die kurzen senkrechten Stiicke wer-
den durch Adiabaten angendhert, was egal ist,

da sie ja nur infinitesimal kurz sind. Bei diesem

> Kreisprozess gilt die Bilanz:

V V
G dr

Das erste Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, dass die Arbeit gleich der
schraffierten Fldche ist; da der Kreisprozess reversibel ist, folgt das zweite Gleich-
heitszeichen mit dem idealen Wirkungsgrad # des Carnotprozesses. Der Carnot-
sche Wirkungsgrad ist aber 7 = dT /T, und 6Q ist die bei der oberen Temperatur
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7 Didmpfe und Fliissigkeiten

bei konstantem Druck zugefiihrte Warme. Diese ist aber gerade die Verdamp-
fungswédrme, wenn ein System von Einheitsmasse betrachtet. Dann stimmen die
Volumina mit den spezifischen Volumina {iberein, und nach einer simplen Um-
stellung steht die Klapperformel da.

7.2. Die Van der Waals Gleichung

Die Van der Waals Zustandsgleichung behandelt reale Gase, also solche, bei de-
nen man die Anziehungskréfte zwischen den Teilchen und das Eigenvolumen
der Teilchen nicht mehr vernachldssigen kann. Sie ist somit gut zur Beschreibung
von Dampfen und sogar Fliissigkeiten geeignet. Sie lautet bezogen auf ein Mol
Stoff:

(p n %) (V—b) = RT (60)

Dabei ist V = V/n das Volumen pro Mol. Im Vergleich zur Gasgleichung pV =
RT sind hier »Korrekturen« angebracht worden: Zu dem dufSeren Druck p kommt
noch der sogenannte Binnendruck a/V? dazu, der auf die Anziehungskrifte der
Teilchen untereinander zurtickzufiihren ist. Vom Volumen ist ein Betrag fiir das
Eigenvolumen der Teilchen abzuziehen. b heifst das van der Waalssche Kovolumen,
es ist etwa das vierfache Eigenvolumen der Teilchen.

200
175 ¢

150 +

125 ¢
100 +
75 ¢

50 A B
e ¢

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004

25 ¢

ABB.g9 p-V-Diagramm der van der Waals Gleichung
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7.3 Koexistenz von drei Phasen

In Abb. g sind Schaubilder der van der Waals Gleichung des Kohlendioxids
gezeichnet. Im Kuchling findet man fiir die Parameter ¢ = 0,36 Nm*/mol2 und
b = 4,25-10~°m™*/mol. Hier ist das Volumen in m*/mol und der Druck in bar auf-
getragen. Die Kurven entsprechen verschiedenen Temperaturen und zwar von
unten nach oben der Reihe nach 0°C, 20°C, 31 °C und 40 °C. Die letzte Kurve
ganz rechts oben zeigt zum Vergleich die Isotherme des idealen Gases bei 0 °C.

Vergleicht man das mit der Abb. 8 links, dann sieht man, dass sie die Realitat
ganz gut beschreibt, allerdigs sollte es im Sattigungsbereich einen horizontalen
Verlauf geben. Diese Horizontale ABC erhélt man wenn man sie so zieht, dass
die von Schaubild und Gerade eingeschlossen Flache zwischen A und B gleich
grof3 ist wie die zwischen B und C. Dies ist die Maxwellsche Regel.

Der dicke Punkt auf der 31 °C-Kurve ist wieder der kritische Punkt, bei hohe-
ren Temperaturen hat man kein fliissiges Kohlendioxid mehr. Die Ermittlung der
Werte des kritischen Punkts ist eine schone Aufgabe zur Kurvendiskussion einer
Funktionenschar. Dazu 16st man die van der Waals Gleichung nach p auf. Der
kritische Punkt ist ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente. Ihn zu ermitteln
ist kein Kunststiick, deshalb gebe ich nur das Ergebnis an:

a 8a

Pe=omm Ve=380 The=oopp (61)

In der Praxis ermittelt man die Parameter 4 und b aus den Messwerten fiir den
kritischen Punkt.

7.3. Koexistenz von drei Phasen

Es besteht die Moglichkeit, dass ein Stoff in al-

len drei Phasen (fest, fliissig und gasformig) gleich-
Pl 3 flissig 1 zeitig vorliegt. So kann Wasser etwa als Eis, Was-
ser und Wasserdampf gleichzeitig vorliegen. Damit
die feste und die fliissige Phase koexistieren kon-
nen, miissen ihre Dampfdrucke gleich sein, sonst
wiirde die Phase mit dem hoheren Dampfdruck
in die mit dem niedrigeren Dampfdruck tiiberge-
hen. Damit ist die Koexistenz nur bei einer einzigen
Temperatur /Druck-Kombination moglich.

Diesen Punkt bezeichnet man als den Tripelpunkt. Fiir Wasser liegt der Tripel-
punkt bei 0,0075 °C und 4,6 Torr = 613 Pa. In der Abbildung stellt die Kurve 1 die
Dampfdruckkurve des fliissigen Wassers, die Kurve 2 die des Eises dar. Kurve 3
beschreibt die Abhédngigkeit des Schmelzpunkts des Eises vom Druck. Dadurch
wird das Diagramm in drei Bereiche aufgeteilt, in denen nur die fliissige, die feste
oder die dampfformige Phase existieren konnen. In diesen Bereichen kann p und
T in weiten Grenzen veridndert werden, man darf halt nur nicht in ein anderes
Gebiet kommen. Der Zustand hat dann zwei Freiheitsgrade.
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7 Didmpfe und Fliissigkeiten

Sobald aber zwei Phasen gleichzeitig vorhanden sein sollen, sind p und T nicht
mehr weitgehend voneinander unabhingig, sondern der Zustand wird durch
einen Punkt auf einer der Linien 1, 2 oder 3 liegen. Der Zustand hat dann nur
noch einen Freiheitsgrad, da durch die Festlegung z. B. von T der Druck p mitbe-
stimmt wird.

Im Tripelpukt, wo alle drei Phasen vorliegen, hat man tiberhaupt keine Wahl
mehr, also ist die Zahl der Freiheitsgrade hier Null.

Fiir die Freiheitsgrade f, die Zahl der Komponenten k und die Zahl der Phasen
p gilt die Gibbsche Phasenregel:

f=k+2-p
7.4. Oberflachenspannung

EINFUHRUNG UND DEFINITION

Die schon bei der Van der Waals Gleichung angesprochenen Kréfte zwischen den
Molekiilen bedingen insbesondere bei Fliissigkeiten eine Oberflichenspannung.
Diese Krifte haben nur eine sehr begrenzte Reichweite von ca. 10nm, also etwa
30 Molekiilradien (ein Atom hat im Durchschnitt einen Durchmesser von 0,3 nm).
Fiir Molekiile, die sich im Innern der Fliissigkeit befinden, heben sich diese — von
den umgebenden Molekiilen ausgehenden — Kréfte auf, aber die nahe der Ober-
flache befindlichen Molekiile erfahren eine Kraft, die ins Innere der Fliissigkeit
und senkrecht zur Oberfldche gerichtet ist. Nattirlich erfahren die Molekiile auch
eine Kraft von den Molekiilen der Substanz auf der anderen Seite der Oberflache,
die diese Anziehungskraft schwichen.

Die an einem Oberfldchen-Molekiil angreifenden tangentialen Komponenten
der Krifte rufen nun in der Oberfliche eine Spannung hervor, durch die eine
mdoglichst kleine Oberfliiche angestrebt wird. Die Oberflache ist also vergleichbar mit
einer gespannten Gummihaut, aber mit einem ganz wesentlichen Unterschied:
Bei der Gummihaut nimmt die Spannung zu, wenn man sie verformt, aber die
durch die Oberflachenspannung bedingte Kraft ist immer gleich, egal ob man die
Oberflache vergrofiert oder verkleinert.

Zur Vergrofierung der Oberfliche muss Arbeit aufgewendet werden, denn es
miissen Molekiile gegen die riicktreibende Kraft zur Oberfldche transportiert wer-
den. Wird dabei ein Linienelement ds um dx senkrecht zu ds verschoben, so ist
die dazu notwendige Arbeit

dW Fd/ F
dW =o0dsdx =cdA = U_d—A_W_Z (62)
Diese Gleichung kann als Definition der Oberflichespannung betrachtet werden.
Die Oberflichespannung ist also die Arbeit, die man benétigt, um die Oberfldche
um eine Flacheneinheit zu vergrofiern. Die andere Interpretation ist die Kraft
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tangential zur Oberflache pro Langeneinheit. Bei dieser Umformung muss man
sich vorstellen, man hatte die Flache eines Streifens der Lange ¢ und der Breite
s durch Verlingern von ¢ um das Sttick d/ vergroflert. Die Strecke s liegt also
senkrecht zur Kraftrichtung.

Nun betrachten wir einen ganz schmalen, kur-
zen Streifen der Liange d/ zwischen den Punk-
ten A und B und der Breite ds. Am Ende dieses
Streifens greifen die Tangentialkréfte der Ober-
flaichenspannung an, sie ergeben als Resultie-
rende die zum Mittelpunkt M des Kriimmungs-
kreises gerichtete Normalkraft N. Nun ist aber
F = ods und da « sehr klein ist auch d/ = 2ra.
Da N = 2Fsina = 2Fa = £9¢ ist folgt nun

r

odlds
r

Nach Division dieser Gleichung durch d/ds, steht links die Kraft pro Flache, also
der Druck. Bei einer nicht nur in einer Richtung gekriimmten Flache, mit der wir
hier gerechnet haben, muss man auch den Beitrag zur dazu senkrechten Rich-
tung, also die mittlere Kriimmung der Flache betrachten. Die Differentialgeome-
trie lehrt, dass die mittlere Kriimmung einer Flache den Kriimmungskugelradius
R hat, wobei

N =

1 1 1

R r1 ra
gilt, wo r; und r, die Hauptkriimmungsradien der Flache darstellen. Das sind
diejenigen Radien, die man so finden kann: Zuerst sucht man eine Richtung, in
der der Kriimmungskreis den grofiten Radius hat, dann eine Richtung, wo der
kleinste Radius auftritt. Diese Richtungen stehen immer senkrecht aufeinander
und diese Radien sind die gesuchten Hauptkriimmungsradien. Damit bekommt
man fiir den durch die Oberflichenspannung bewirkten Druck:

1
p:a(;+%) 63)

MESSUNG DER OBERFLACHENSPANNUNG

Die Oberflichenspannung kann z.B. gemessen werden, indem man einen Rah-
men mit einem feinen Draht in der Mitte in die Fliissigkeit taucht und dann die
Kraft misst, die man zum Herausziehen des Rahmens aus der Fliissigkeit benotigt.
Der Draht steht ja nun senkrecht zur Kraft, es bilden sich allerdings zwei Ober-
flachen auf der Fliissigkeitslammelle unterhalb des Drahtes, so dass die Kraft F
zum Herausziehen durch die Gleichung

F =20/
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7 Didmpfe und Fliissigkeiten

gegeben ist, wobei ¢ die Lange des Drahtes ist.

Blast man eine Seifenblase vom Radius r auf, dann ist der Druck bei einer
Kugel gegeben durch Gleichung (63) mit r = r; = rp, wobei aber wieder ein
Faktor 2 anzubringen ist, weil zwei Oberflachen — innen und aufien — vorhanden

sind. Dann ist

_Pr

4

Durch Messung des Druck innerhalb der Blase kann also die Oberflichenspan-

nung bestimmt werden.

o

OLTROPFEN AUF WASSER

In obenstehendem Bild betrachten wir einen Oltropfen auf Wasser. Medium 1
ist das Wasser, Medium 2 die Luft und Medium 3 das Ol. An der »linken« Ecke
des Tropfens greifen nun drei Oberfléchenspannungen an: Zwischen Wasser und
Luft (oo = 72,5mN/m), zwischen Ol und Luft (623 = 32mN/m) und zwischen Ol
und Wasser (0 = 18,2 mN/m).

Die Oberfldche des Tropfens versucht sich nun so einzurichten, dass die Re-
sultierende der drei Spannungen auf die Wasseroberflache fillt. Ist dann, wie
hier, die Resultierende der Spannungen 023 und 3 kleiner als ¢q», dann lauft der
Tropfen auseinander und bildet den bekannten Olfilm. Die Ausbreitung endet
erst, wenn sich eine einmolekulare Schicht gebildet hat. Bei weiterer Ausdehnung
zerreist diese.
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KAPILLARITAT
An der Grenze zu festen Wanden erfdahrt ein Fliissigkeits-

molekiil auch anziehende Krifte von den Molekiilen der
Jo Wand. Hat sich ein Gleichgewicht ausgebildet, so liegen
die im linken Bild gezeigten Oberflichenspannungen vor.
Dann miissen sich ¢yp, 013 und die vertikale Komponente
von 0,3 gerade aufheben, also muss gelten:

013 — 012

013 = 012 +023¢€08¢ = cos¢p = -
23

Man erkennt, dass sich ein spitzer Winkel dann ergibt,
wenn 013 > 0y ist. Dann nennt man die Fliissigkeit be-
netzend. Wasser an Glas hat diese Eigenschaft. Dagegen ist
fiir Quecksilber das Gegenteil richtig, hier ist ¢ stumpf, al-
so ist der Quecksilberspiegel am Rande niedriger als in der

Mitte.
Besonders in engen Rohren kann man die Kapillaritdt beobachten, der Was-

serspiegel verbundener Rohren ist in der diinnsten Rohre am grofiten, weil das
Wasser am Rande durch die Oberflachenspannung hochgezogen wird.

Fiir diinne Rohren konnen wir den Wasserspiegel als Teil einer Kugelfldche
vom Kugelradius r auffassen, die Oberflachenspannung bewirkt dann den Druck
p = 2023/ (nur halb so groff wie bei der Seifenblase, da nur eine Oberfldche). Im
Falle von Wasser ist dieser Druck nach oben, bei Quecksilber nach unten gerichtet.

In einem Rohr mit Radius R ist die von der Oberflachenspannung o3 — 012 =
023 cos ¢ am Rohrumfang (Lange 27tR) erzeugte vertikale Kraft ja dann 03 cos ¢ -
27tR. Sie muss dem Gewicht der Saule pg7tR?*h das Gleichgewicht halten. Durch
Gleichsetzen bekommt man damit fiir die Steighthe bzw. »Sinkhohe« mit o = 0,3:

b 20 cos ¢
PSR

(64)

8. Thermodynamische Potentiale

8.1. Extensive und intensive Grof3en

In der Physik unterscheidet man zwischen extensiven und intensiven Grofien. Die-
se sind so definiert:

Nimmt man zwei identische Systeme und fiigt sie zu einem zusam-
men, dann sind diejenigen Grofsen, die dabei ihren Wert nicht veran-
dern intensiv, diejenigen, die ihren Wert verdoppeln extensiv.

Damit sind intensive GrofSen z. B. Druck, Geschwindigkeit, Dichte. Extensiv sind
z.B. Volumen, Energie, Impuls, Entropie usw. Alle »mengenartigen« Grofsen sind
extensiv.
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8 Thermodynamische Potentiale

Energiednderungen haben immer die Form dU = £dX, wobei £ eine intensive
und X eine extensive Grof3e ist. Beispiele dafiir sind:

pdV  Kompressionsarbeit

TdS (verallgemeinerte) Warme

vdP Bewegungsenergie (P ist hier der Impuls, weil p Druck ist)
wdL  Rotationsenergie

udN  chemische Energie (1 chemisches Potential, N Teilchenzahl)

8.2. Enthalpie, Freie Energie und Freie Enthalpie

In diesem Skript betrachten wir meist nur Gase, wir haben es also mit den Grofsen
Temperatur T, Volumen V, Druck p, Energie U und Entropie S zu tun. Schreibt
man wie in Gleichung (40)

dU = 6Q + 6W = TdS — pdV (65)

so folgt, dass bei konstanten Volumen gilt dU = 6Q = TdS = CydT. Die letzte
Gleichheit gilt bekanntlich nur bei idealen Gasen. Bei einem Gas hat man also ein
System, das durch die Groflen p, V, T, S und U beschrieben werden kann. Durch
Angabe zweier dieser Grofien lassen sich die tibrigen berechnen. Betrachtet man
z.B. U als Funktion U(S, V), dann ist ja

ou ou
dUu = (¥>v ds + <W>s dv

wobei die Indices angeben, welche Grofien bei der partiellen Ableitung konstant
gehalten werden sollen. Diese Schreibweise findet man praktisch nur in der Ther-
modynamik, mathematisch ist sie unnétig, denn bei partiellen Ableitungen sind
ja immer alle anderen Variablen konstant. Trotzdem macht es einen gewissen
Sinn, denn in der Physik rechnet man ja eher mit Grofien denn mit Funktionen,
und mit dieser Schreibweise kann man erkennen, von welchen Variablen die Gro-
3e als abhdngig betrachtet wird. Aber sei’s drum. Auf jeden Fall folgt aus dem
Vergleich mit Gl. (65), dass gelten muss:

ou ou
(%X =T und <W)5 =7

Somit erlaubt die Kenntnis der Funktion U(S,V) die Berechnung der iibrigen
Grofien des Systems.

Man kann natiirlich auch die Funktion U(V, T) betrachten und eine beliebige
Zustandsgleichung p = p(V, T), dann hétte man:

ou ou
du = <ﬁ>v dT + <W>T dv
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8.2 Enthalpie, Freie Energie und Freie Enthalpie

Man kann zeigen, dass bei dieser Wahl der unabhédngigen Variablen die restli-
chen Variablen im Allgemeinen nicht durch Ableiten von U vollstindig bestimmt
werden koénnen.

Wir haben nun also ein System mit der Eigenschaft, dass sich durch Vorgabe
von S und V zuniéchst die Energie U und aus dieser wieder durch Ableiten die
Grofien T und p bestimmen lassen. Das System hat demnach zwei unabhédngige
Variable. Eine Grofle wie U(S, V), aus der sich die tibrigen GroBen durch Ableiten
ermitteln lassen heifdt ein thermodynamisches Potential. Die Wahl von S und V ist
gut fiir adiabatische (dS = 0) oder isochore (dV = 0) Vorgidnge. In der Praxis
sind aber isotherme oder isobare Vorgiange weit hdufiger. Deshalb miissen wir
Potentiale mit anderen unabhingigen Variablen suchen. Dazu definieren wir:

H=U+pV Enthalpie (66)
F=U-TS Freie Energie (67)
G=H-TS=F+pV Freie Enthalpie (68)

Nun gelten die vier Grundbeziehungen:

dU = TdS — pdV dF = —SdT — pdV (69)
dH=TdS+Vdp  dG= —SdT+ VdT ?
Das bekommt man so:

dH = dU + pdV + Vdp = (TdS — pd)V + pdV + Vdp

Die vier thermodynamischen Potentiale liefern nun wie gewiinscht mittels Ab-
leitung die restlichen Grofien:

ou ou
wsv = (Gs) e () 7
oH oH
Hen = (%) () 7
0 0
G(T,p) — (£>__S <£>T:V 73)
p
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